Chapitre 28

Intégration sur un segment
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Dans tout le chapitre K désigne R ou C

| INTEGRALE DES FONCTIONS EN ESCALIER

1) Fonctions en escalier

g Définition 28.1
Soit f: [a; b] — K une fonction, on dit que f est en escalier sur [a; b] lorsqu’il existe un entier n € N*,
desréelsxo=a< x; <---< x, =b, et des nombres cy,...,c,—1 deK tels que sur chacun des intervalles
ouverts : | xx; Xi+11 la fonction f est constante égale a cx (0 < k < n—1). On dit aussi parfois que f est
constante par morceaux. L'ensemble des fonctions en escalier sur [a; b] est noté & ([a; b], K).

iExemples :
— Une fonction constante sur [a; b] est en escalier.
— Lafonction partie entiere restreinte a [a; b] est en escalier.
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FIGURE 28.1: La fonction partie entiére sur [-3.5,3.5].

Remarque 28.1 -

— La courbe représentative d’'une fonction en escalier a la forme d’'un escalier!

— Lesréels xo = a<--- < x,, = b de la définition constituent ce que l'on appelle une subdivision de l'inter-
valle [a; b]. Une telle subdivision est dite adaptée a la fonction en escalier f lorsque f est constante sur
chacun des morceaux (ouverts) de la subdivision. Il est facile de voir qu'il y a une infinité de subdivi-
sions adaptées a f lorsque f est en escalier. Le réel max{xy.; — xx |0 < k < n—1} est appelé le pas de la
subdivision. Lorsque le pas est constant, il vaut b;n“, on dit que la subdivision est réguliere.

— La définition ne fait pas intervenir la valeur de f aux points de la subdivision.

— Une fonction en escalier sur [a; b] est bornée.

fg Définition 28.2

Si 0,0’ sont deux subdivisions de [a;b], on dit que ¢’ est plus fine que ¢ lorsque les points de la
subdivision o font partie de la subdivision o', ce que I'on note o c ¢, si de plus o est adaptée a
feé&(a;bl,K), alors ¢’ aussi.

Remarque 28.2 -
- Sio,0’ sont deux subdivisions de [a; b, on note 6 U 6’ la subdivision obtenue en réunissant les points de
o avec ceux de o' (et en les rangeant dans l'ordre croissant). Cette nouvelle subdivision est plus fine que
les deux précédentes.
— Ilen découle quessi f et g sont en escalier sur [a; b] alors il existe une subdivision o de [a; b] qui est a la
foisadaptéea fetag.

Théoreme 28.1
L'ensemble &([a; b],K) est un K-espace vectoriel (et méme une K-algebre) pour les opérations
usuelles sur les fonctions.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (I

2) Intégrale d’une fonction en escalier

©9Théoréme 28.2
Soit f € &([a; bl,K) et soit o = (x;)o<i<n Uune subdivision de [a; b] adaptée a f, alors la quantité :
n-1
Io(f) = X (xi+1—Xi)ci,
i=0
ol ¢; désigne la valeur de f sur l'intervalle 1 x;, x;+1[, est indépendante de la subdivision adaptée a f.
Autrement dit, si ¢’ est une autre subdivision adaptée a f, alors 15 (f) = 15/ (f).

Preuve : Si on rajoute un point d a la subdivision o, on obtient une nouvelle subdivision ¢’ et il existe un indice
je[0;(n—1)] tel que d €lxj,xj+11, mais alors ¢;j(xj+1 — Xj) = ¢j(d — xj) + ¢j(xj+1 — d), on voit donc que I (f) = L5 (f).
Par récurrence, on en déduit que si ¢’ est une subdivision plus fine que g, alors I (f) = Iy (f).

Soit o’ une autre subdivision de [a; b] adaptée a f, la subdivision ¢” = ¢’ U0 est adaptée a f et plus fine que o et ¢’,
donc Iy (f) =1y (f) =15 (f). =
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FIGURE 28.2: Interprétation géométrique

Remarque 28.3 - Géométriquement, si f € &([a; b],K) et si o est une subdivision de [a; b] adaptée a f, alors
dans un repere orthonormé, la quantité 15 (f) représente l'aire algébrique de la portion de plan délimitée par la
courbe de f, l'axe des abscisses, et les droites d'équation : x = a et x = b, c'est une somme d aires de rectangles.

fg Définition 28.3 (intégrale d’'une fonction en escalier)
Si f € &(la; bl,R), on appelle intégrale de f sur [a; b] le nombre (complexe) noté f[a;b] f et défini par:

n-1

Jian [ =1s(f) = . O(xi+1—xi)0i,

1=

ol 0 = (x;)o<i<n €st une subdivision adaptée a f.

(\ 'S

-@-A retenir
* Lintégrale de f sur [a; b] ne dépend pas de la valeur de f aux points de la subdivision. Il en découle
que si on modifie la valeur de f en un nombre fini de points, la valeur de 'intégrale reste inchangée.
*Si f,ge&(la; b],K) etsi f et g coincident sur [a; b] \ {xy, ..., x,}, alors f[a;b] = f[a;b] g car il suffit de
changer la valeur de f aux points x,..., X, pour obtenir la fonction g, ce qui ne change pas I'intégrale

de f.

N

J

@Théoréme 28.3 (Propriétés élémentaires)

Soient f,g € &([a; b],K) :

elinéarité: [, f+8= [lup [+ a0 8§ €tSINEK, [l Af =A fi0py £

* positivité : si [ est a valeurs réelles positives, alors f[ ap = 0. On en déduit que si f et g sont a
valeurs réelles et si f <g, alors [, f < [i.1 &

e majoration : | [, f1 < [0 1 f1.
e relation de CHASLES ' :sia<c<b, alors [, [ = [lgo [+ ficn f-

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (I

Il INTEGRALE DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX

1) Fonctions continues par morceaux

g Définition 28.4

Une fonction f: [a; b] — K est dite continue par morceaux sur le segment [a; b], lorsqu’il existe une
subdivision ¢ = (a = xy,..., X, = b) de [a; b] telle que sur chaque morceau ] xy; Xi+1 [ la fonction f est
continue et prolongeable par continuité sur [xi; x;.1] (i.e. f a une limite finie a droite en xj et a
gauche en xi.1). Lensemble des fonctions continues par morceaux sur [a; b] est noté Cgr(,)l([a; b], K).
Plus généralement, on dit qu’une fonction est continue par morceaux sur un intervallel, lorsque sa
restriction a tout segment inclus dans 1 est continue par morceaux.

1. CHASLES MICHEL (1793 - 1880) : mathématicien frangais, auteur d'importants travaux en géométrie.
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iwExemples :
— Une fonction continue sur [a; b] est continue par morceaux.
- Une fonction en escalier sur [a; b] est continue par morceaux.
— Lafonction f définie par f(x) = sin(%) sur ]0; 1] et £(0) = 0 n'est pas continue par morceaux sur [0; 1].

FIGURE 28.3: Exemple de fonction continue par morceaux

Remarque 28.4 -
— Une fonction continue par morceaux sur [a; b] est bornée.
— Lavaleur de f aux points de la subdivision n'intervient pas dans la définition.

@ Théoreme 28.4

L'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a; b], €2 ([a; b],K), est un K -espace vectoriel
(et méme une K -algebre) pour les opérations usuelles sur les fonctions.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (]

2) Approximation uniforme

@Théoréme 28.5
Si f: [a; b] — K est continue par morceaux sur le segment [a; b], alors pour tout € > 0, il existe une
fonction v en escalier sur [a; b] telle que | f —w| < g, c’est a dire :
Viela;bl,|f(1) -y <e.

Preuve :

e Cas ol f est continue : f est uniformément continue sur [a; b] (théoréme de Heine), il existe donc un réel o > 0 tel que
b—a

pourtoutx,y€(a,bl,|x—yl<a = |f(x)- f(y)<e. Soitn=1+ \_%J, on a alors < a. Découpons l'intervalle

_ . . o . b-a
[a; b] en n morceaux de longueur b—n“, on obtient ainsi une subdivision dont les points sont les réels x; = a+ k

pour k € [0; n]. On définit maintenant la fonction g en posant :

- fb) sit=b
Flxg) sitexg; Xl

il est alors facile de vérifier que pour tout réel ¢ de [a; b], ona | f(t) — g(#)| < € en distinguantles cas t = b et t € [xXy; Xk+1[,
onadonc|f—g|<e.
* Cas ol f est continue par morceaux : sur chaque morceau | xi; X+ [ la fonction f est prolongeable par continuité
sur [xg; Xx+1] en une fonction fi. On sait alors qu'il existe une fonction gj en escalier sur [xj; xx+1]] telleque V £ €
[Xk; Xp+1), | fie (8) — 8 (2)] < €, en particulier V ¢ € | xg; X1 [ 1 () —gr (D] <e.

On construit la fonction g en posant : g(xy) = f(xx) et pour t € |x; xr+11, 8(f) = gx(2). Il est clair que g est en
escalier sur [a; b] etque V t € [a; b], | f(f) — g(t)| <e, donc |f — gl <e. O
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Remarque 28.5 —

— C’est l'uniforme continuité de f qui fait aboutir la démonstration.

— Si f est continue sur [a, b], alors pour tout € > 0 il existe deux fonctions en escalier ¢ et v telle que
YV t€[a; bl,p(t) < f(1) < (1) avec d(t) —y (1) <e.
En effet, on sait qu'il existe une fonction en escalier g telle que|f—g| < €/2, onadonc pour t € [a; b], g(t) -
e/2< f(1) < g(t) +€/2, il suffit donc de prendre w = g —€l/2 et b = g +¢€/2.

-Sife ‘ggl([a; b],KK) alors il existe une suite (W) de fonctions en escalier sur [a; D] telle que :

sup |f(x)—yn(x) 0.

x€la;b)
On dit que la suite (V/,;) converge uniformément vers | sur|a; b].

n—-+oo

3) Définition de I'intégrale

€9 Théoréme 28.6
Soit f € €2 (la; b),K) et soit (¢p,) une suite de fonctions en escalier qui converge uniformément vers
f sura; b], alors :
* la suite (fm;b] &y) converge vers un nombre £ € K ;
» ce nombre ¢ ne dépend pas de la suite (¢p,) choisie.

Preuve : Posons u;, = f[a;b] by, soit € > 0, il existe un entier Ne N tel que n > N = [d, — f| < €, on en déduit que
[bul <|fl+€ < M+e€ouM estun majorant de | f|], on a alors |u,| < (b—a)(M +¢) : la suite u est bornée, on peut donc en
extraire une suite convergente : tg ;) — ¢, mais pour n > Nona |, — Gom| < 1y — fl+1f — bo| < 2¢, on en déduit
que |u, — ugm| < (b— a)2e ce qui entraine que u, — £.

Soit (W) une autre suite de fonctions en escalier qui converge uniformément vers f, posons v, = f[ a:p) Wn, d’apres
ce qui précede, la suite (v,) converge vers un nombre ¢'. Soit (g5,) la suite de fonctions en escalier définie par g2, = ¢,
et gon+1 = Wy, il est facile de voir que (g,) converge uniformément vers f, donc la suite (w, = f[ a:b) §n) CONVerge vers
un nombre £, or wy;, = U, et Wap+1 = Uy, on en déduit que €7 =0=1¢'. O

fg Définition 28.5 (intégrale d’'une fonction continue par morceaux)

Soit f € €2 (la; b],KK), on appelle intégrale de f sur [a; b] le nombre noté f[a;b] f etdéfini par :
Jiap £= M Jip Gn

n—+oo
ot (b,) est une suite de fonctions en escalier sur [a; b] qui converge uniformément vers f.
Géométriquement, dans un repére orthonormé, si f est a valeurs réelles, on dit que f; a:b) [ représente
l'aire algébrique de la portion de plan délimitée par la courbe de f, I'axe des abscisses, et les droites

d’équation x=aetx=Db.
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FIGURE 28.4: Cas d'une fonction continue

4) Premiéres propriétés de I'intégrale

€8 Théoréme 28.7 (linéarité de lintégrale)
| Soient f, g € €2 (la; b],K) et soit A € K, alors :
f[a;b] (f + g) = f[a;b] f + f[a;b] g et f[a;b] )\'f = )\'f[a;b] f

Preuve : Soient (¢,) et (,;) deux suites de fonctions en escalier qui convergent uniformément respectivement vers

f et g, il est facile de voir que la suite (¢, + v,) converge uniformément vers f + g. D’apres la définition, on a

f[a. n(f+8 = nhIP f[a, p)(dn +Wy), lalinéarité étant vérifiée pour les fonctions en escalier, on peut écrire que f[a. p(f+
; —rood @ ;

g = f[a; b Pn + f[ a:p) Wn, le résultat s’'obtient alors par passage a la limite. La preuve est du méme type pour le second

point. (I

Remarque 28.6 — Soit f € €2 ([a; b],KK), posons u = Re(f) et v = Im(f). La linéarité de l'intégrale permet

d’écrire : f[ anf = f[ ap Re(f) +i f[ ap IM(f). On peut donc toujours se ramener a intégrer des fonctions a
valeurs réelles (mais ce n'est pas toujours la meilleure solution). D'autre part, on a établi :

Re(f[a;b] f) = f[a;b] Re(f) et Im(f[a;b] f) = f[a;b] Irn(f), d'oul f[a;b] f = f[a;b] ?

@Théoréme 28.8 (positivité)
Si f € 63 (la; bl,R) est a valeurs positives, alors 0 < [,,.;, f. En particulier si f, g € 65 (la; b],R) et si
f<g alors f[a;b] f< f[a;b] g

Preuve : Si f est a valeurs positives, on peut construire une suite (¢p,) de fonctions en escalier positives, qui converge
uniformément vers f, comme [, f = lirP ¢n, on ale résultat par passage a la limite.
’ n—+o00

Si f < g, on applique ce qui précéde a la fonction i = g — f et on conclut avec la linéarité. (]

@Théoréme 28.9 (majoration en module)

Si f € 69([a; b],K), alors | {41 f1 < fiap | f1-
En particulier si | f| <M sur [a; b], alors If[a;b] fISM(b-a).

Preuve : Si f est continue par morceaux sur [a; b], alors | f| aussi, et si (¢p,) est une suite de fonctions en escalier qui
converge uniformément vers f, il est facile de vérifier que la suite (|¢,|) est une suite de fonctions en escalier qui
converge uniformément vers | f|, de plus, on sait que | f[ an P al < f“ @bl |dbyl, le résultat s’obtient par passage a la limite.
O

@Théoréme 28.10 (relation de Chasles)
| Si f €62 (la; b],K) etsia< c<b, alors f[a;b]f: f[am]f+f[c;b] f.

Preuve : Méme type de preuve que pour les résultats précédents. ([
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@Théoréme 28.11 (cas d’une intégrale nulle)
| Si f est a valeurs réelles, continue, positive sur [a; b], et si f[a;b] f =0, alors f estnulle sur [a; b].

Preuve : Par 'absurde, supposons f # 0, alors il existe #; € [a; b] tel que f(#) > 0, soit e = f()/2, f étant continue en
0 sitélt; L]

e sireln;t]
alorson g < f, donc f[a;b] g< f[a;b] f,or f[a;b] g =¢(t — 1) > 0, ce qui est contradictoire, donc f est nulle sur [a; b]. [J

Ty, il existe t; <ty € [a; b] tels que V t € [13; £2], f(¢) > €. Soit g la fonction en escalier définie par g(#) = {

Remarque 28.7 — Le théoreme ci-dessus est faux si f n'est pas continue sur [a; b], on peut considérer par

1 sit=a
exemple la fonction f définie par f(t) = {0 ) , cette fonction est positive, non nulle et d’'intégrale nulle.
sinon

@ Théoreme 28.12 (égalité d’intégrales)
| Sif, ge€na;bl,K) coincident sur [a; b\ {xy,..., Xu}, alors [i,.p f = fian) &

Preuve : Posons h = g — f, alors h est une fonction en escalier qui coincide avec la fonction nulle sauf éventuellement
aux points x1,..., X,, on sait alors que f[ @bl h =0, et la linéarité entraine alors le résultat. O

Convention d’écriture
Si f est continue par morceaux sur un intervalle [a; b], pour x, y € [a; b], on pose :

y Jup £ six<y
f fyde=<0 six=y

x .
—f[y;x]f siy<x

Avec cette convention :

@ Théoreme 28.13
Si f € €2 (la; b],K) alors :
- Vxyelabl, ] f(nde=-[; f(Hde.
- VYx,yzelabl, [} f(nde= [ f(ydt+ [} f(¢)dt (relation de Chasles généralisée).

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (]

Il CALCUL D’UNE INTEGRALE

1) Primitives

fg Définition 28.6

Soient f,F:1— C deux fonctions définies sur un intervalleI de R, on dit que F est une primitive de f
surl lorsque F est dérivable surl et que F' = f. L'ensemble des primitives de f surl est noté Z(f).

Remarque 28.8 — D’apres le théoreme de Darboux, une dérivée vérifie toujours le théoreme des valeurs
intermédiaires, par conséquent une fonction f qui ne vérifie pas ce théoreme (i.e. une fonction f telle que Im(f)
n'est pas un intervalle), ne peut pas avoir de primitive sur1.

@Théoréme 28.14

| Sif:1— Cadmetune primitiveF sur I'intervallel, alors 2 (f) ={F+A / A€ C}.
Preuve: Ge Z(f) < G =F < (G-F)=0 < 3IAeC,G=F+A (car L est un intervalle). d
Conséquence

Si f: I — C admet une primitive F surI, alors V yp € C,V y € I, f possede une unique primitive G sur I qui
vérifie G(fy) = yo.
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Théoreme 28.15 (fondamental de P'intégration)

Si f: 1— C est continue, alors f admet des primitives sur 1. Plus précisément, si ty € 1 et y € C, alors
la fonction F définie sur1 par : E(t) = yp + ftz f(u)du, est 'unique primitive de f surl qui prend la
valeur y, en t.

Preuve : Soit 71 €1, on a [F(1) ~F(1) - (t— 1) f (1)l = | [ fdu— [} f)dul = | [ (f ) - fa)dul < | [} 1f(w) -
f(t))]dul. On se donne € > 0, f étant continue en #;, il existea>0telqueV uel,|lu—f|<a = |f(u)— f(t1)| <€, donc
silt—t| <aq, alors Iftt1 If(w) - f(r)ldul < |t—nle, dol:

F(t) -F(n)

- <
t—tl f(tl) €

on en déduit que F est dérivable en t; et que F'(#;) = f(#;). La fonction F est donc une primitive de f surl, et il est clair
que F(ty) = yo. O
1 sit=0

Remarque 28.9 — La continuité de [ est essentielle pour la démonstration, prenons f(t) = {0 ) , alors
sinon

avec ty = yo =0, on obtient queF = 0, F est bien dérivable mais ce n'est pas une primitive de f sur [0;1].

@ Théoreme 28.16 (calcul d’une intégrale)
Si f: 1— C est continue sur I'intervalle 1 et si F désigne une primitive de f surl, alors :
Va,bel, [’ f(1)dr = [FIL =F(b) - F(a).

Preuve : F étant une primitive de f,onaV t € LE(t) =F(a) + [} f(w) du, d’ott F(b) - F(a) = fff(u)du. O

Cas d’une fonction continue par morceaux
si f: [a; b] — C est continue par morceaux, soit o = (x;)og;<» une subdivision adaptée a f. Sur chacun des
morceaux ] x;; X;+1 [ la fonction f admet un prolongement par continuité f; sur le segment [x;; x;+1], les deux
fonctions coincidant sur le segment [x;; x;+1], sauf peut étre en deux points, on a f;i*‘ fde= f;i*‘ fi(ndt,
mais f; admet une primitive F; sur [x;; x;+1], d’ o f;i“ f =Fi(xi+1) — Fi(x;), larelation de Chasles donne
alors:
b n-1
f fde= ) Fi(xi+1) —Fi(x;)
a i=0

On peut donc toujours se ramener au cas des fonctions continues et donc a une recherche de primitive.

@Théoréme 28.17 (lien entre une fonction et sa dérivée)
| Sif estde classe 6" surl'intervallel, alorsV t,to €1, f(£) = f (o) + 1 f'(wdu.

@Théoréme 28.18 (inégalité des accroissements finis généralisée)
| Si f,g:1— C sont de classe ¢ surl'intervallel etsiV tel, If (0] < g'(1), alors :
Vabellf(b)- f(a)l<Ig)—glal.

Preuve : Supposons a< b,ona:
If D) = f(@| = figpy [ @ dul < [ 1f @I du < [, &' W) du= g(b) - g(a) = 1g(b) - g(a)l. O

2) Rappels : techniques de calculs

@Théoréme 28.19 (intégration par parties)

Soient f, g : 1 — C deux fonctions de classe ¢! alors:
Vabel, [P fwgwdu=1fu)guwit- [ fug (u)du.

@ Théoreme 28.20 (changement de variable)

Soit 0 : ] — I une fonction de classe €' sur 'intervalle J, et soit f: 1 — C une fonction continue sur
l'intervallel, alorsona:V a,be ],f:f(e(u))e’(u)du = fee((ab)) fde.
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iwExemples :
— SoitI= [ V1-f2dt.

On effectue le changement de variable ¢ = sin(u) avec u € [0; g], on a alors df = cos(u)du, doul =

. /2
S /1=sin(@)? cos(w) du = fj"* cos(u)?du = fj'* €W qyy = [% + Smiﬂ]o = Z. En particulier
on en déduit que la surface du cercle trigonométrique vaut .

— Soitl = On/3ln(cos(t))sin(t)dt.

On effectue le changement de variable u = cos(r) avec cos: [0; %] — [% ;1] (61), onadu = —sin()dr et

doncI= [}, In(w)du = [uln() - ul},, = 2E=1.

*Exercice 28.1 Calculer]= [ tvV1-2dt.

IV PROPRIETES DE L'INTEGRATION

1) Inégalités

@Théoréme 28.21 (cas d’égalité de Cauchy-Schwarz?)
| Soit f, g deux fonctions continues par morceaux sur [a; b] et a valeurs réelles, on a :

Sty £8)° < (fiany £2) (fip &) (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).

Preuve : L'application (f, g) — [, fg n'est pas un produit scalaire sur &2 (Ia; b],R) c’est néanmoins une forme bili-
néaire symétrique et positive, on peut donc lui appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz, dont on rappelle une preuve :
posons a = [, f% b= [i,p f& €t ¢ = [, &* Pour tout réel X on a 0 < fj,.,;(Af + g)* (intégrale d’une fonction
positive), en développant on obtient par linéarité aA? + 2bA + ¢ > 0. Si a # 0 alors on a un trinéme du second degré qui
est toujours positif, donc son discriminant est négatif ou nul, i.e. b?> — ac < 0 ce qui donne exactement I'inégalité de
Cauchy-Schwarz. Si a = 0 alors pour tout réel A on a 2bA + ¢ > 0 ce qui entraine b = 0 et donc v? < ac. O

Dans le cas des fonctions continues sur [a; b], I'application (f,g) — /[, a8 estun produit scalaire sur
%9([a; b],R), on a donc comme dans tout espace préhilbertien réel :

@Théoréme 28.22 (cas d’égalité de Cauchy-Schwarz)
| Si f, g sont continues et a valeurs réelles, alors :

(Jiwn rg) = (Jiwn [?) (Jia:0) 8%) < [ et g sont colinéaires.

sisExemple : Soit f: [0;1] — R une fonction de classe ¢! telle que f(0)=0.Pour te[0;1] ona f(¢) = fot f(wdu,
dot f(1)? = (fot f’(u)du)2 < (fot 1) (fot f’(u)zdu), ce qui entraine f(£)? < tfol f’(u)zdu, il en découle alors
que fol f2(nde < %fol f’(u)zdu.

@Théoréme 28.23 (Inégalité de la moyenne)
Soi f: [a; b] — C continue par morceaux, majorée par M € R* en module, alors :
f[a;b] f| SMb-a).

sisExemple : Soient 0 < a < b et soit € > 0. D’apres le théoréme ci-dessus :
cos(eb) In(2) < [0 W dr < cos(ea) In(2). Dot : linéf;’: sl 4¢ =In(2).
E—

2) Sommes de Riemann

g Définition 28.7
Soit f: [a; b] — C une fonction continue par morceaux et n € N*, on appelle somme de Riemann
d’ordre n associée a f la quantité :

3

n—1
R, (f) =24 I fla+ k2=ay,
=0

2. SCHWARZ HERMANN (1846 — 1921) : mathématicien allemand.
3. RIEMANN GEORG FRIEDRICH BERNHARD (1826 — 1866) : mathématicien allemand dont I’ceuvre est colossale.
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Remarque 28.10- Soit$ la fonction en escalier sur [a; b] définie par (1) = f(xy) Sit € [xi; Xk+1[ et (D) = f(b),
alorson aRy(f) = f[a;b] ¢.

@Théoréme 28.24 (limite des sommes de Riemann)

n-1
B /By . 9 . . . b—a b—ay _
| Soit f: [a; b] — C une fonction continue par morceaux on a : nl—l-IPoo =< kgof(a +kZ=8) = fiup f

Preuve : On se limite au cas ot f est de classe €' conformément au programme. Comme f’ est bornée sur le segment
[a; b], il existe un réel M € R* tel que V¢ € [a; b], | f'(1)| <M etdonc Vx,y € [a; b], | f(x) — f ()| < M|x— y| (IAF).

Xke+1 Xiet
Rn(f)_j[\ b]f‘: f(xk)dt— Z f(t)dt f(xk) f(t))dt
a; Xk
n-1 Xk+1 1
S f (f () = f(0)de| < Z ko - fo)de
k=0 1k
n-l xk+1
<Y [ Mixg-rlde< Zf dr
k=0Y*Xk Xk
(b— a)2 M(b—a)2
<Ew p
onadonc|Rn(f)—f[a;b]f|<%—ﬂ)z_,o_ .

@ “A retenir

Méthode des rectangles de gauche pour le calcul approché d’'une intégrale :

R,(f) = % Z fla+ kb;n“) est une valeur approchée de [, f a MU’T_“) préesouM = sup |f'().
k=0 ' a<t<b
)
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FIGURE 28.5: Méthode des rectangles de gauche

@Théoréme 28.25 (méthode de rectangles de droite)

n
| Soit f: [a; b] — C une fonction continue par morceauxon a: nEer - Z fla+ fol —4) = f[a 1]
Preuve : Méme preuve que le théoréme précédent, avec la méme majoration de 'erreur. (|
+2
o
T A
7555545555555
PR s s
7 s s
‘ N
RARARZ. 2R 1 T 1
200 0 1 2 3
L

FIGURE 28.6: Méthode des rectangles de droite
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(. ) N
-@'A retenir

La demi-somme des rectangles de gauche et des rectangles de droite est la méthode des trapezes :

n-1
Tn(f) = %kz L) + f ) = 21 F (@) +2f (1) + -+ + 2f (p-1) + ()] — f{4.p f- On admetira
=0

Mp(b-a)® -
que [Tn(f) = figy f] < g5 ot M = sg;gblf”(t)l.
asstls

N
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FIGURE 28.7: Méthode des trapezes

sisExemples :

e . . . n n y 2
— Etude de certaines suites : soit u,, = Y. ﬁ, on aalors u, = % g +}C 7., c'estla méthode des rectangles
k=1 k=1
de droite appliquée a la fonction f: ¢t — %t sur l'intervalle [0;1], la fonction étant continue sur cet
intervalle, on alim u,, = f[0;1] f=In(2).

— Calcul de certaines intégrales : fozn In(1 —2xcos(t) + x2)dt pour |x| # 1 (cf. TD).

V. COMPLEMENTS : RECHERCHE DE PRIMITIVES

Convention : soit f une fonction continue sur un intervalle I, une primitive de f sur I est la fonction
fix—/ ; f(t)dt o1 a €1 est quelconque, ce qui fait que I'on notera simplement F(x) = [~ f(r)dz.

1) Fonctions usuelles

Fonction Primitive
u'u® ZGTT sia# -1, In(Ju|) sinon
u' e el
u' cos(u) sin(u)
u'sin(u) —cos(u)
' (1+ tan?(w)) = #Zl(u) tan(u)
u'ch(u) sh(u)
u' sh(w) ch(w)
2 _ T
u'(1-th*(w)= chl;(u) th(w)
u' tan(u) —In(|cos(w)|)
' tan(u)? tan(u) — u
1 f ;42 arctan(u)
u .
1z arcsin(u)
u
L argsh(u)
u
S argch(u)
T argth(u) = ln(\/|}f—z|)

2) Fractions rationnelles en sinus et cosinus

Soit f () une fraction rationnelle en sin(#) et cos(z) : f(1) = &

Y. ap,qsin(r)? cos(n)4

Y. by qsin(r)P cos(1)9*
P

Pour intégrer ce type de fonction on peut appliquer la regle de Bioche :
- Si f(—t)d(—¢t) = f(#)dt, alors on peut poser u = cos(t).
- Si f(m—18)d(m—1t) = f(t)d¢, alors on peut poser u = sin(t).
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- Si f(m+ ) d(m+ 1) = f(¢)dt, alors on peut poser u = tan(t)
— Sinon on peut poser u = tan(%). Rappelons que sin(#) = 2 et cos(f) =

1+u2

Dans tous les cas, on est ramené a une fraction rationnelle en u.

wExercice 28.2 Calculer une primitive de f(t) = = surl-m/2;m/2].

1
sin(£)2+3 cos(t

wExercice 28.3 Calculer une primitive de f(x) = sur]0;ml.

sm(x)

3) Fractions rationnelles en ch et sh

Soit F(X,Y) une fraction rationnelle a deux indéterminées X et Y, la fonction f(#) = F(ch(¢),sh(¢)) est une
fraction rationnelle en ch et sh. Pour intégrer ce type de fonction, on peut appliquer la regle de Bioche a la
fonction g(¢) = F(cos(#),sin(#)), c’est a dire en remplacant ch(t) par cos(f) et sh(¢) par sin(f) :

- Si g(—t)d(—1) = g(¢) dt, alors on peut poser u = ch(?).

- Sigm—1t)d(m—t) = g(¢)dt, alors on peut poser u = sh(f).

- Sig(m+1)d(m+ t) = g(¢)dt, alors on peut poser u = th(?).

— Sinon on peut poser u = exp(¥).

Dans tous les cas, on est ramené a une fraction rationnelle en u.

s Exemple : Calculons F(x) = [* cﬁl(tt) sur R, d’apres la regle de Bioche, on peut poser u = sh(#), dott du =

ch(f)dt et F(x) = ["™W 4 et donc F(x) = arctan(sh(x)) + cte.

1+u?’

4) Fonctions se ramenant aux types précédents

— Une fraction rationnelle en ¢ et vV a? — t? peut s'intégrer en posant t = asin(u), ce qui donne une
fraction rationnelle en sin(u) et cos(u).

r=Exemple : Une primitive de f(x) = V1 + x — x? sur [%‘E" M] estF(x) = [*V1+1t-2dt.

_ 5 21-1 \f 21-1
Ona f(1) = > ( f) donc F(x) = f ( fs) dt, on pose sin(u) =
donc prendre u € [-n/2; /2], onadt = %cos(u)du, etdonc:

f e[ 1;1], on peut

2x—1)

5 arcsin(
F(x):Zf Yo cos(u)®du

ce qui donne :

2x— 1) + 2x—1

V5 1

— Une fraction rationnelle en ¢ et vV 12 — a? peut s'intégrer en posant ¢ = ach(u), on obtient alors une
fraction rationnelle en ch(u) et sh(u).

= Exemple : Une primitive de f(x) = vVx2 - 1 sur [1; +oo est la fonction F(x) = [* V2 - 1dt, on pose t =

/2 _ 2U —2U _
JOVED shw)? du, or sh?(u) = €422

1+x—x2+cte

5
F(x) = E arcsin(

ch(u) avec u € [0;+oo[, onadt = sh(u)du, et donc F(x) =

In(x+vx2-1)

, ce qui donne apres simplifications :

donc F(x) = [—ezu_e:u%”

xVx2-1-In(x+vx2-1)
F(x) = > +cte

— Une fraction rationnelle en ¢ et vV #? + a? peut s’intégrer en posant ¢t = ash(u), on obtient alors une
fraction rationnelle en ch(u) et sh(u).

sisExemple : Une primitive de la fonction f(x) = \/#7 sur R est la fonction F(x) = f x \/;%2, on pose

t =sh(w), ona df = ch(u)du et donc F(x) = [V D qy = In(x + V1 + x2) + cte.

MPSI3 (2018-19) LYCEE MONTAIGNE - 289 — ©Fradin Patrick —


https://mpsi.tuxfamily.org

Solution des exercices Chapitre 28 : Intégration sur un segment

— Une fraction rationnelle en ¢ et ?f:ffi’ peut s’intégrer en posant u = 4/ ?tt:g, on obtient alors une
fraction rationnelle en u.
. it — 1 . : _ X dt
ixExemple : Une primitive de f(x) = v Sur [1;+o00[ est la fonction F(x) = [ — mdt, on pose
_ — VN e 2 _ _ rVx-1 2udu 2u . 2u-1 1
u=vt—1,dour=u"+1,doncdsr=2uduetF(x) = [ - O 2o = i * ooiern
douF(x) =In(x—vVx-1)+3 " *1_du__ ce qui donne finalement :

()
3 2vVx-1-1
Fx)=In(x-vx-1+ 2\/—_ arctan(—————) + cte.
3 V3
5) Polynémes trigonométriques
Il s’agit des sommes finies du type Y. a; jcos(x)”sin(x)9. Une telle fonction est un cas particulier de

fraction rationnelle en cos et sin, la regle de Bioche peut s’appliquer, mais il y a parfois plus simple, on est en
fait ramené a chercher une primitive de cos(x)” sin(x)9 :

.. . L. it , —it\P . it —it\q . ,
— Linéarisation : on écrit que cos(t)P = (%) etsin(1)? = (%) , puis on développe.

wwExemple : [*cos(#)*sin(z)?dt, ona:

cos(t) sin(0)? = (e” + e‘”)4 (e”— e‘”)z _ —cos(61) —2cos(41) +cos(21) +2
2 2i 32

Ce qui donne finalement :

sin(6x) sin(4x) sin(2x) x
- + + — +cte
192 64 64 16

X
f cos()*sin(t)?dr = —

— Changement de variable : lorsque 'un des exposants est impair, par exemple p =2k+1,on a F(x) =
J¥cos()Psin(1)7dt = [* cos(1)*F sin(r)9 cos(#) dt, on pose alors u = sin(z), d’ott du = cos(#) dr et donc
F(x) = fsm(x)(l —u?)*uddu, c’est un polynome en u.

= Exemple : Soit a calculer F(x) = [~ sin(£)®d, on pose u = cos(f), d’ott du = —sin(¢) dz et

cos(x) 5 2 3
F(x) = —f (1-u?)?du=- cos;x) + coz(x) —cos(x) + cte

VI SOLUTION DES EXERCICES

Solution 28.1 La fonction a intégrer est de la forme au' u''?

I=[-3(1-2%2) =1

et s'integre donc en %“ w32, d'oir :

Solution 28.2 Il s'agit de calculer F(x) = [* f(H)dr = [~ Hszw, d’'apres la régle de Bioche, on peut poser u = tan(t), ce
tan(x) _du

qui donnedu = (1 + u?)dt, et doncF(x) = [ 2430 cequidonne :

1 tan(x)
F(x) = — arctan(

V3 V3

) + cte

2
Solution 28.3 Une primitive estF(x) = [* S4, posons u = tan(t/2), onaalors2du = (1+u?) dt, d'oiF(x) = Jrenld 20w g, -

2u(l+u?)
ftan(x/Z) %du =In(tan(x/2)|)+ cte.
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